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1 Introduction 



Un feuilletage lisse 3~ est la donnée d'une variété M et d'un atlas sur M formé de 

difféomorphismes $j : C/j — x R'^ tels que les changements de cartes o $r s'expriment 
par : 

^jO^T\xi,ti) = {Xj{Xi,ti),tj{ti)). 
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I Les nombres p et q sont respectivement la dimension et la codimension du feuilletage. 

Étant donnée une métrique lisse ds'^ sur le fibré tangent de 3", on note A le laplacien 
associé à cette métrique. Lucy Garnett a étudié dans |Gaj l'équation de la chaleur feuilletée 
^ = Au, et y développe la théorie ergodique du mouvement brownien le long des feuilles, 
I en démontrant que les mesures stationnaires de ce processus de Markov sont les mesures de 

■ probabilité fi dites harmoniques, c'est à dire telles que A// = au sens faible. L'ensemble des 

mesures harmoniques forme un compact convexe de l'espace des mesures de probabilité sur 
la variété ambiante. 

Q , Lorsque le feuilletage est lisse et transversalement conforme, et qu'il ne possède pas de 

mesure transverse invariante, il est démontré dans |DKj qu'il n'existe qu'un nombre fini d'en- 
sembles minimaux^ supportant chacun une unique mesure harmonique, et que de surcroît, 
toute mesure harmonique est une combinaison convexe de celles-ci. Ainsi, l'ensemble des me- 
^ I sures harmoniques sur un tel feuilletage est un simplexe de dimension n — 1, oii n est le 

H ■ nombre de minimaux de 3". 

Les hypothèses de régularité de ce théorème sont les suivantes : le feuilletage est de 
classe transversalement, les feuilles sont des sous-variétés immergées de classe C°°, et la 
métrique sur ces feuilles varie de façon hôldérienne en fonction du paramètre transverse. Dans 
cette note, nous démontrons que si l'on affaiblit l'hypothèse de régularité sur la métrique, le 
résultat n'est plus valable : nous construisons un feuilletage lisse par surfaces d'une variété 
de dimension 3, dont toutes les feuilles sont denses, et une famille de métriques lisses sur ses 
feuilles qui dépendent continûment du paramètre transverse (mais pas de façon Holder), et 
pour laquelle il existe au moins deux mesures harmoniques différentes. 

Nous avons donc un exemple de feuilletage oii la géométrie du convexe des mesures har- 
moniques varie en fonction de la métrique choisie sur les feuilles. Des exemples de ce type 
ont été trouvé par Victor Kleptsyn et Samuel Petite en toute régularité, mais en codimension 
supérieure |KPj . 



1. On entend par minimal un ensemble fermé 9^-saturé dans lequel toute les feuilles sont denses. 
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Mesures harmoniques et g-mesures 



Signalons aussi que le feuilletage que nous construisons est minimal mais pas uniquement 
ergodique. De tels exemples ont été construit dans |Dej en toute régularité, en utilisant une 
construction de type suspension et l'existence d'un difféomorphisme minimal du tore non 
uniquement ergodique, dûe à Hillel Furstenberg. 

Nous remercions le rapporteur pour ses remarques qui ont amélioré l'exposition. 



2 Feuilletage de Hirsch 

Hirscli a construit un feuilletage lisse de dimension 2 et de codimension 1 d'une variété 
compacte fermée, associé à un difféomorphisme local T du cercle dans lui-même, de degré 
topologique d > 1. Nous rappelons cette construction dans le cas de la transformation T{z) = 
du cercle unité dans lui-même. 

Considérons un pantalon orienté P et notons ses trois composantes de bord ôjP, i = 1, 2, 3. 
Soit a : P ^ P une involution lisse qui stabilise la composante d^^P de dP et échange les 
composantes diP et d2P- Par exemple, on pourra prendre pour P le disque unité de C privé 
des disques de rayon 1/4 centrés en 1/2 et —1/2, et poser a{x) = —x. Les composantes diP, 
d2P sont alors respectivement les cercles de rayon 1/4 de centre 1/2 et —1/2, et d^P est le 
cercle unité. 

Notons i{z) = —z l'involution du cercle dans lui-même qui consiste à échanger les points 
des fibres de T. Le quotient N = {P x S^)/{cr x i) possède une structure naturelle de fibration 
en pantalons P N — ?> S^/i, et est difféomorphe à un tore solide duquel on a enlevé un 
tore solide intérieur qui fait deux fois le tour du premier - voir le survol jGhj dans lequel le 
lecteur trouvera une jolie figure représentant ce quotient. Le bord de est formé de deux 
composantes toriques : la composante intérieure diN qui s'identifie naturellement avec diP x 
S^, et la composante extérieure dextN qui est le quotient de d^P x par le difféomorphisme 
a X i. On recolle ces deux composantes par le difféomorphisme 

{x, z) e dsP X S^/a xi^{^ + ^,z'^)ediPx S\ 

On obtient une variété compacte fermée M. La fibration horizontale par pantalons sur 
induit un feuilletage lisse 3" par surfaces ; c'est le feuilletage de Hirsch associé à T. 

Pour construire une métrique sur le fibré tangent du feuilletage de Hirsch, il suffit de 
construire une famille de métriques {dsl}^^^! sur un voisinage ouvert U de P dans C, telles 
que 

- Pour tout z S S"*^, on a a*dsl = ds^^^y 

- Au voisinage de Ô3P, on a -|- ^)*(is^2 = dsl et - \ydsl2 = ds'^(^^y 

Une façon simple de construire de telles familles est de considérer des métriques sur P que 
nous appellerons admissibles. Une métrique admissible est une métrique ds'^ sur un voisinage 
de P dans C qui, au voisinage de d^P, admet l'expression 



'"^'-N(2vr + log^)' 

et vérifie de plus (| + ^)*ds'^ = ds"^ et (| — i)*(is^ = ds"^. Alors, pour construire une métrique 
sur le fibré tangent de 9", il suffit de construire une famille {ds^j^esi de métriques admissibles 
qui vérifient de surcroît la condition a*ds1 = ds'^^^^y En effet, une métrique admissible est 
invariante par rotation au voisinage de d^P, ce qui montre que pour toute paire de métriques 
admissibles ds'j, j = 0, 1, et tout z du cercle, on a ± ^yds^ = ds\. 



Mesures harmoniques et g-mesures 
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3 ^-mesures et mesures harmoniques 

On reprend les notations du paragraphe précédent. Une g-fonctior^ est une fonction 
continue g : — > (1, +oo) telle que pour tout point z G S^, 

1 1 

+ ... = 1. 



g{z) g{i{z)) 

Une g-mesure est une mesure de probabilité fi sur le cercle telle que la dérivée de Radon- 
Nikodym de T relativement à /i est la fonction g. Rappelons que cela signifie que, si B est 
un Borélien du cercle sur lequel T est injective, alors n{TB) = gdfi. L'existence d'une 
^'-mesure découle du théorème du point fixe de Kakutani, voir |Kej . 

Lucy Garnett démontre dans |Gaj qu'il existe toujours une mesure harmonique sur un 
feuilletage équippé d'une métrique sur son fibré tangent, qui est lisse sur les feuilles, et 
continue transversalement. Dans ce qui suit, nous construisons explicitement des mesures 
harmoniques dans le cas particulier du feuilletage de Hirsch. Plus précisément, étant donnée 
une g'-fonction associée à T, nous produisons une métrique riemannienne sur T3', qui est lisse 
le long des feuilles et admet la même régularité transverse que g, en sorte que toute g-mesure 
donne lieu à une mesure harmonique sur 3~. 

Proposition 3.1. Pour tout e > 0, il existe un voisinage U de P dans C, tel que pour tout 
couple (Li,L2) de réels supérieurs à e et vérifiant 

e~^^ + e-^^ = 1, 

il existe une métrique riemannienne admissible ds\^ sur U, et une fonction A^^2 ^ - 

harmonique fLi,L2 '■ U R^*^ qui vérifie les conditions suivantes : 

- Pour tout X dans un voisinage de d^P, on a (pLi,L2{x) = 1 + 2^ ^og 

- Pour tout X dans un voisinage de d^P, on a 

y'Li,L2(^ + l/2) = e-^VLi,L2(^), V5Li,L2(f -l/2) = e"^VLi,L2(2;). 

De plus, on peut supposer que les métriques ds\^ et les fonctions (pLi,L2 dépendent de façon 
analytique de Li et L2, et que pour tout (Li,L2), on a a*ds\_^ = ds\_^ 

Démonstration. Sur les cylindres Cj = x [0,Li], i = 1,2, considérons la métrique de 
courbure —1 définie par : 



En effet, c'est la métrique qu'on obtient en partant de Jâ^^ et en effectuant le changement 
de variables y = e^'"". Les bords 9_Cj = x et ô+Cj = x Lj sont alors des horocycles 
respectivement négatif de longueur e~^' et positif de longueur l[l. 

On coupe Ci et C2 le long des géodésiques 1 x [0, e] et 1 x [0, e], et on colle le segment 
1+ X [0, e] de Ci (resp. 1_ x [0,e] de C2) au segment 1_ x [0,e] de C2 (resp. 1+ x [0, e] 
de Cl) de façon isométrique et en renversant l'orientation. On construit de cette façon un 
pantalon Pli,L2 avec une métrique ds^ de courbure —1 et une singularité conique d'angle 
Att. Ce pantalon Pli,L2 a trois composantes de bord : les composantes diPLi,L2 = f^+C'i, 
c^2-Pli,L2 — d+C2, qui sont des horocycles positifs de longueur 1, et la composante d^PLi,L2 



2. La terminologie est malheureuse mais c'est celle qui est classiquement utilisée. 

3. Nous entendons par horocycle positif ou négatif une courbe lisse de courbure signée 1 ou — 1. 
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qui est un horocycle négatif de longueur la somme des longueurs des bords d-Ci et d-C2, 
c'est à dire e"^i + e"^^ = i 

La métrique avec singularité conique munit Pli,L2 d'une structure de surface de Riemann 
lisse - l'atlas des cartes préservant l'orientation dans lesquelles la métrique est conforme à la 
métrique plate \dz\ sur C. La fonction (pLi,L2 '■ Pli,L2 ~^ R définie sur chaque Ci par e~'" est 
alors une fonction harmonique sur Pli^l2i Qui vaut e~^' sur diPi^^i^ pour i = 1,2, et 1 sur 

Les bords de Pli,L2 étant horocycliques de longueur 1, il existe un difféomorphisme 
<ï> : P — > Pli,L2 tel que (^*ds^ est une métrique admissible, à ceci près qu'elle admet une 
singularité conique. On peut choisir <ï> en sorte que cette dernière se situe à l'origine, et que 
l'on ait en son voisinage <ï>*ds^ = On considère alors une métrique de la forme 

ds\^ La ~ p^*ds'^, où p : P\ {0} — > R^*^ est une fonction lisse, qui vaut identiquement 1 à 
l'extérieur d'un petit voisinage de l'origine, et qui, dans un voisinage encore plus petit, est 
de la forme p{x) = j^. 

La fonction ^Li.L2 ° ^ est alors A^^2 -harmonique, et vérifie les conditions du lemme. 

□ 

Nous choisissons e de sorte que < e < inf^ggi log g{z). Pour chaque point z du cercle, 
on pose 

Li{z) = log g{z), et L2{z) = log g{i{z)). 

La famille de métriques admissibles {ds^l^gsi définies par dsl = ds^L-^^(^z) L2{z) définit alors 
une métrique sur le feuilletage de Hirsch. D'autre part, si p est une 5- mesure sur le cercle, 
alors la mesure 

ni = fLr{z),L2{z)'^ol{dsl) (g) p 

définit une mesure harmonique sur le feuilletage de Hirsch. Pour conclure, il nous suffit de 
prendre une (7-fonction continue pour laquelle il existe plusieurs (^-mesures différentes, dont 
l'existence nous est assurée par un théorème de Anthony N. Quas |Qu| . 
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